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摘 要　解答一道全国大学生数学竞赛非数学类决赛试题，该试题涉及微分方程，定积分及一元函数求极限．
针对以积分形式表示的函数求极限问题，将定义在［０，１］区间上特定的被积函数分别推广到单调连续函数、连续函
数及［－１，１］区间上的连续函数这三种形式．利用夹逼准则、连续函数的定义及反常积分一致收敛的性质可证推广
命题成立．
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２０１２年第三届全国大学生数学竞赛决赛试题
（非数学类）的最后一题为

（ⅰ）求解微分方程
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（ⅱ）如ｙ＝ｆ（ｘ）为上述方程的解，证明
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本文给出这道试题的解答并针对该试题的第

（ⅱ）小题，介绍三种一般形式的推广．

１　 原竞赛题解答

（ⅰ）微分方程
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将ｙ（０）＝１代入，得Ｃ＝０，故方程的解为
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根据夹逼准则［１］可知
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２　 三种推广形式

首先，将第（ⅱ）小题中特殊形式的ｆ（ｘ）推广
为满足如下条件的一般形式．
推广１　 设ｆ（ｘ）在［０，１］上单调且连续，则有
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类似于竞赛原题中的第（ⅱ）小题，利用夹逼准
则可证该推广，从略．
进一步，删去推广１中的条件“ｆ（ｘ）在［０，１］上

单调”，且将数列极限推广到函数极限，得到推广２．
但证明已不能用夹逼准则，需要用到连续函数定义
及反常积分一致收敛的性质［２－３］．
推广２　 设ｆ（ｘ）在［０，１］上连续，则有
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证明 　 作变换ｙ＝ｔｘ，则
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因此只需证
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由条件ｆ（ｘ）在［０，１］上连续，得ｆ（ｘ）在［０，１］上有
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最后，将ｘ的变化区间［０，１］推广到对称区间
［－１，１］，可得推广３，证法类似于推广２，从略．
推广３　 设ｆ（ｘ）在［－１，１］上连续，则有
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３　 结束语

本文已对一道第三届全国大学生数学竞赛决赛

试题进行了三种形式的推广．若将推广的定理特殊
化，可得到不同的试题．这种研究对进一步拓宽学生
数学视野很有帮助，可以使学生达到对数学问题触
类旁通、举一反三的目的．
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