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摘 要　解答一道全国大学生数学竞赛非数学类决赛试题，该试题涉及微分方程，定积分及一元函数求极限．
针对以积分形式表示的函数求极限问题，将定义在［０，１］区间上特定的被积函数分别推广到单调连续函数、连续函

数及［－１，１］区间上的连续函数这三种形式．利用夹逼准则、连续函数的定义及反常积分一致收敛的性质可证推广

命题成立．
关键词 　 夹逼准则；数列极限；函数极限；一致收敛

中图分类号 　Ｏ１７２．２ 文献标识码 　Ａ 文章编号 　１００８－１３９９（２０１５）０１－００７７－０２

Ｇｅｎｅｒａｌｉｚａｔｉｏｎｓ　ｆｏｒ　ａ　Ｑｕｅｓｔｉｏｎ　ｏｆ
Ｃｈｉｎａ　Ｕｎｄｅｒｇｒａｄｕａｔｅ　Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃａｌ　Ｃｏｎｔｅｓｔ　ｉｎ　Ｆｉｎａｌｓ

ＧＡＯ　Ｊｉａｎｍｉｎｇ，　ＹＥ　Ｈａｉｐｉｎｇ
（Ｄｅｐａｒｔｍｅｎｔ　ｏｆ　Ａｐｐｌｉｅｄ　Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃｓ，Ｄｏｎｇｈｕａ　Ｕｎｉｖｅｒｓｉｔｙ，Ｓｈａｎｇｈａｉ　２０１６２０，ＰＲＣ）

Ａｂｓｔｒａｃｔ：　Ａ　ｑｕｅｓｔｉｏｎ　ｏｆ　Ｃｈｉｎａ　ｕｎｄｅｒｇｒａｄｕａｔｅ　ｍａｔｈｅｍａｔｉｃａｌ　ｃｏｎｔｅｓｔ　ｉｎ　ｆｉｎａｌｓ　ｆｏｒ　ｎｏｎ－ｍａｔｈｅｍａｔｉｃｓ　ｍａｊｏｒ　ｉｓ
ｓｔｕｄｉｅｄ．Ｔｈｅ　ｐｒｏｂｌｅｍ　ｃｏｎｃｅｒｎｓ　ｔｈｅ　ｋｎｏｗｌｅｄｇｅ　ｏｆ　ｄｉｆｆｅｒｅｎｔｉａｌ　ｅｑｕａｔｉｏｎｓ，ｄｅｆｉｎｉｔｅ　ｉｎｔｅｇｒａｌ　ａｎｄ　ｌｉｍｉｔ　ｏｆ　ｓｉｎｇｌｅ　ｖａｒｉａｂｌｅ
ｆｕｎｃｔｉｏｎ．Ｆｏｒ　ｔｈｅ　ｌｉｍｉｔ　ｏｆ　ｆｕｎｃｔｉｏｎ，ｗｈｉｃｈ　ｉｓ　ｄｅｓｃｒｉｂｅｄ　ｂｙ　ｄｅｆｉｎｉｔｅ　ｉｎｔｅｇｒａｌ，ｔｈｅ　ｇｉｖｅｎ　ｉｎｔｅｇｒａｎｄ　ｄｅｆｉｎｅｄ　ｏｎ　ｔｈｅ
ｉｎｔｅｒｖａｌ［０，１］ｉｓ　ｅｘｔｅｎｄｅｄ　ｔｏ　ｔｈｅ　ｍｏｎｏｔｏｎｉｃ　ｃｏｎｔｉｎｕｏｕｓ　ｆｕｎｃｔｉｏｎ，ｃｏｎｔｉｎｕｏｕｓ　ｆｕｎｃｔｉｏｎ　ｏｎ　ｔｈｅ　ｉｎｔｅｒｖａｌ［０，１］ａｎｄ
ｃｏｎｔｉｎｕｏｕｓ　ｆｕｎｃｔｉｏｎ　ｏｎ　ｔｈｅ　ｉｎｔｅｒｖａｌ［－１，１］，ｒｅｓｐｅｃｔｉｖｅｌｙ．Ｏｕｒ　ｐｒｏｏｆｓ　ｉｎｖｏｌｖｅ　ｓａｎｄｗｉｃｈ　ｔｈｅｏｒｅｍ，ｔｈｅ　ｄｅｆｉｎｉｔｉｏｎ　ｏｆ
ｃｏｎｔｉｎｕｏｕｓ　ｆｕｎｃｔｉｏｎ　ａｎｄ　ｔｈｅ　ｎａｔｕｒｅ　ｏｆ　ｉｍｐｒｏｐｅｒ　ｉｎｔｅｇｒａｌ　ｏｆ　ｕｎｉｆｏｒｍ　ｃｏｎｖｅｒｇｅｎｃｅ．

Ｋｅｙｗｏｒｄｓ：　ｓａｎｄｗｉｃｈ　ｔｈｅｏｒｅｍ，ｌｉｍｉｔ　ｏｆ　ｓｅｑｕｅｎｃｅｓ，ｌｉｍｉｔ　ｏｆ　ｆｕｎｃｔｉｏｎｓ，ｕｎｉｆｏｒｍ　ｃｏｎｖｅｒｇｅｎｃｅ

２０１２年第三届 全 国 大 学 生 数 学 竞 赛 决 赛 试 题

（非数学类）的最后一题为

（ⅰ）求解微分方程
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本 文 给 出 这 道 试 题 的 解 答 并 针 对 该 试 题 的 第

（ⅱ）小题，介绍三种一般形式的推广．

１　 原竞赛题解答

（ⅰ）微分方程
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将ｙ（０）＝１代入，得Ｃ＝０，故方程的解为
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（ⅱ）因为
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根据夹逼准则［１］可知
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２　 三种推广形式

首先，将第（ⅱ）小题中特殊形式的ｆ（ｘ）推广

为满足如下条件的一般形式．
推广１　 设ｆ（ｘ）在［０，１］上单调且连续，则有
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类似于竞赛原题中的第（ⅱ）小题，利用夹逼准

则可证该推广，从略．
进一步，删去推广１中的条件“ｆ（ｘ）在［０，１］上

单调”，且将数列极限推广到函数极限，得到推广２．
但证明已不能用夹逼准则，需要用到连续函数定义

及反常积分一致收敛的性质［２－３］．
推广２　 设ｆ（ｘ）在［０，１］上连续，则有
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证明 　 作变换ｙ＝ｔｘ，则
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因此只需证
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由条件ｆ（ｘ）在［０，１］上连续，得ｆ（ｘ）在［０，１］上有

界，从而存在Ｍ ＞０，使得
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再由式（２）知，当ｔ＞Ｘ＊ 时，有
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最后，将ｘ的变化区间［０，１］推 广 到 对 称 区 间

［－１，１］，可得推广３，证法类似于推广２，从略．
推广３　 设ｆ（ｘ）在［－１，１］上连续，则有
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３　 结束语

本文已对一道第三届全国大学生数学竞赛决赛

试题进行了三种形式的推广．若将推广的定理特殊

化，可得到不同的试题．这种研究对进一步拓宽学生

数学视野很有帮助，可以使学生达到对数学问题触

类旁通、举一反三的目的．
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