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线性方程组在线性代数中的中心地位

陈　敏

（东华大学 理学院，上海２０１６２０）

摘要：结合《线性代数》课程的实践教学，着重介绍了线性方程组在教学中的重要作用．阐述了线
性方程组在向量概念中的应用，在解空间维数上的应用以及在讨论向量线性相关无关上的应用．
通过以线性方程组为中心展开线性代数课程的教学，取得了较好的教学效果．
关键词：线性相关；线性无关；维数；秩
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０　引　言

线性代数是大学数学公共课之一，该课程内容抽象，概念、定理多，计算量大．如何在几十个课时内讲

好线性代数这门课程，使学生掌握线性代数的基本思想和方法，是任课教师必须思考和解决的问题．线性

方程组在线性代数［１］课程中起着重要作用．教学实践发现，由线性方程组作为突破口进行教学，是一个行

之有效的方法，这也是很多教师的选择［２－８］．线性代数中行列式理论归结为Ｃｒａｍｅｒ法则，矩阵理论的初等

变换导出方程组解的理论，向量的概念都与方程组解的情况相联系．反过来，方程组的理论也在线性代数

其它问题中有着广泛应用．本文讨论一些线性方程组在这三方面的应用．

１　向量的概念与线性方程组

向量ｂ是ａ１，…，ａｋ的线性组合，指存在λ１，…，λｋ，使ｂ＝λ１ａ１＋…＋λｋａｋ．而这个关系可写成方程组

形式：Ａλ＝ （ａ１，…，ａｋ）
λ１
…

λ
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烎ｋ
＝ｂ，从而可知ｂ是ａ１，…，ａｋ 的线性组合的充要条件是方程ＡＸ ＝ （ａ１，…，

ａｋ）
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烎ｋ
＝ｂ有解．这样可知ＡＸ＝ｂ有解的充要条件为ｒ（Ａ｜ｂ）＝ｒ（Ａ）．与之相类似地有：一个向量组ａ１，

…，ａｋ是线性相关（线性无关）的充要条件是方程ＡＸ ＝ （ａ１，…，ａｋ）
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＝０有非零解（只有零解）．

例１　ｒ（ａ１，ａ２，ａ３）＝１，ａ１＋ａ２＋ａ３＋ａ４ ＝０，ａ１＋２ａ２＋３ａ３ ＝０，ａ４ ＝２ａ１＋３ａ３．
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２　 线性方程组解空间上的应用

由于ＡＸ ＝０的解全体｛Ｘ｜ＡＸ＝０｝为一个线性空间，它的维数为ｄｉｍ｛Ｘ｜ＡＸ＝０｝＝ｎ－ｒ（Ａ），这
是线性代数中一个重要结果，且应用广泛．

（１）若 ｛Ｘ｜ＡＸ ＝０｝ ｛ＢＸ ＝０｝，则ｒ（Ｂ）≤ｒ（Ａ），且等式成立时，ＡＸ ＝０与ＢＸ ＝０同解．
（２）若ＡＸ ＝０与ＢＸ ＝０同解，则ｒ（Ａ）＝ｒ（Ｂ）．
（３）若｛Ｘ１，…，Ｘｋ｝为ＡＸ ＝０的解，则ｒ（Ｘ１，…，Ｘｋ）≤ｎ－ｒ（Ａ）．

利用这些结果可以完成有关秩的问题的证明．
例２　 证明ｒ（ＡＴＡ）＝ｒ（Ａ）．
证明　由于ＡＸ＝０，则ＡＴＡＸ＝０；又若ＡＴＡＸ＝０，则ＸＡＴＡＸ＝０．从而 （ＡＸ）ＴＡＸ＝０，因此有ＡＸ

＝０．从而ｒ（ＡＴＡ）＝ｒ（Ａ）．
例３　Ａ为ｎ阶矩阵，Ａ２ ＝Ａ，证明ｒ（Ａ）＋ｒ（Ｅ－Ａ）＝ｎ．
证明 　 由Ａ２ ＝Ａ，导出Ａ（Ｅ－Ａ）＝０，从而ｒ（Ａ）＋ｒ（Ｅ－Ａ）≤ｎ．又由ｒ（Ａ）＋ｒ（Ｅ－Ａ）≥ｒ（Ａ＋

（Ｅ－Ａ））＝ｒ（Ｅ）＝ｎ，因此有ｒ（Ａ）＋ｒ（Ｅ－Ａ）＝ｎ．
利用这个结果，还可以讨论一个ｎ阶矩阵Ａ是否可以相似于一个对角阵．一个矩阵Ａ可以相似于对角

阵的充分必要条件是它有ｎ个线性无关的特征向量．因此要判别Ａ相似于对角阵可由Ａ的所有特征值λｉ的

重数ｋｉ＝ｎ－ｒ（Ａ－λｉＥ）决定．

３　 线性方程组解与向量线性相关性的讨论

例４　 若ａ１，…，ａｎ 线性无关，ｂ１ ＝λ１１ａ１＋…＋λ１ｎａｎ，…，ｂｍ ＝λｍ１ａ１＋…＋λｍｎａｎ．

证明 　ｒ（ｂ１，…，ｂｍ）＝ｒ（Λ）＝ｒ
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证明 　（１）若ｂｉ１，…，ｂｉｋ 线 性 无 关，则
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也 线 性 无 关．事 实 上，μ１ｂｉ１ ＋… ＋μｋｂｉｋ ＝

μ１（λｉ１１ａ１＋…＋λｉ１ｎａｎ）＋…＋μｋ（λｉｋ１ａ１＋…＋λｉｋｎａｎ）＝ （μ１λｉ１１＋…＋μｋλｉｋ１）ａ１＋…＋（μ１λｉｋｎ ＋…＋

μｋλｉｋｎ）ａｎ ＝０．
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（２）ｂｉｋ＋１ ＝μ１ｂｉ１＋…＋μｋｂｉｋ 的充要条件
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事实上，μ１ｂｉ１＋…＋μｋｂｉｋ ＝ （μ１λｉ１１＋…＋μｋλｉｋ１）ａ１＋…＋（μ１λｉｋｎ＋…＋μｋλｉｋｎ）ａｎ ＝ｂｉｋ＋１ ＝λｉｋ＋１ａ１＋…
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，因此有ｒ（ｂ１，…，ｂｍ）＝ｒ（Λ）．

例５　ｂ１ ＝λ１１ａ１＋…＋λ１ｎａｎ，……，ｂｍ ＝λｍ１ａ１＋…＋λｍｎａｎ，若ｍ＞ｎ，则ｂ１，…，ｂｍ 线性无关．
证明 　 由μ１ｂ１ ＋ … ＋μｍｂｍ ＝ （μ１λ１１ ＋ … ＋μｍλｍ１）ａ１ ＋ … ＋ （μ１λ１ｎ＋ … ＋μｍλｍｎ）ａｎ，而

λ１１ｘ１＋…＋λｍ１ｘｍ ＝０，
…

λ１ｎｘ１＋…＋λｍｎｘｍ ＝
烅
烄

烆 ０

在ｍ＞ｎ时有非零解．从而存在不全为０的μ１，…，μｍ，使μ１ｂ１＋…＋μｍｂｍ ＝

０，所以ｂ１，…，ｂｍ 必线性相关．

４　结束语

由于线性方程组在线性代数教学中处于核心地位，所以研究线性方程组的应用是非常必要的．文中只

是给出线性方程组在线性代数中３个方面的主要应用，更多的应用仍值得进一步研究．由线性方程组出发

进行概念的提出，定理的证明和问题的解答等，会让学生更容易接受，能取得更好的教学效果．
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